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摘　　要
采用近似方法研究应力非奇异项对小范围相变条件下超临界相变陶瓷韧性增值
的影响。材料相变屈服准则包含了体膨胀和剪切应变的作用。文中给出了韧性增值
的估算公式。结果表明: 非奇异项的影响是显著的, 相变增韧值存在尺寸效应, 并且相
变剪切效应增强会使韧性增值有所提高。对相变陶瓷的断裂韧性测试有一定的指导
意义。
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1　引　言
陶瓷材料中的二相粒子ZrO 2 在高应力下会发生从四方相到单斜相的相变, 产生不可逆的
相变塑性变形, 在裂尖前缘起屏蔽作用, 从而增加材料的断裂韧性。关于这类材料的宏观本构
关系描述见文[ 1 ]和[ 2 ]。由材料是否失稳可将期分为亚临界和超临界二类。关于仅考虑体膨
胀下的判别条件见文[ 1 ], 而同时也考虑剪切变形影响下的差别条件见文[ 3 ]。超临界相变是一
种极限情况, 此时所有二相粒子会突然完成其相变阶段的变形。
许多实验结果表明[4, 5 ]: 相变韧性增值的测试值存在很强的尺寸效应, 甚至相对误差大于
30% , 且相变强度越高, 实测值越分散。因此了解应力非奇异项对韧性增值的影响是相当必要
的。经典的理论计算中[6～ 8 ]都没有考虑应力非奇异项的贡献, 使其计算结果远远大于实测值。
在相变屈服条件中必须考虑剪切效应已经是大家公认的[2, 3 ]。因而本文采用的相变屈服条
件包括了剪切变形的影响。然后利用定常扩展裂纹尖端场的弹性二项解和韧性增值的近似计
算方法[1 ] , 推导出超临界相变陶瓷中平面应变É 型裂纹在相变塑性不太大时韧性增值的估算
公式, 从而讨论了非奇项和剪切效应对韧性增值的影响, 并将结果与经典理论分析结果进行比
较, 最后文中定性地解释了材料尺寸效应和理论值远小于实测值的原因。Ξ 国家自然科学基金项目
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2　力学模型的建立
图 1 给出了超临界相变陶瓷材料中平面应变É 型裂纹尖端区和尾区的典型形状, 裂尖将
图 1　相变区形状
移至O 点,O x 1x 2x 3 为随体坐标系, 且以O 点建立极坐标
(r, Υ)。裂尖附近分为相变区和弹性区, 相变区内材料均
已完全相变。裂尖前缘0≤Υ≤Β为相变加载区, Β≤Υ≤Π为尾区。
假定相变塑性变形很小, 不会影响到弹性区内的应
力分布, 因此其应力分布可以由外载场水平 K ∞ 和非奇
异性 T 应力来表示:Ρij = K ∞f ij (Η) (2Πr) - 12 + T ij (1)
式中 f ij (Η) 为断裂力学理论中的角因子, 在平面应变条件下 Ρ13 = Ρ31 = Ρ23 = Ρ32 = 0, 且 T 11 =
T , T 33 = ΜT , 其中 T ij 均为零。T 应力的大小反映了试件的几何尺寸和加载方式的影响。
在完成相变区内, 材料变形也是线弹性的。仿文[ 1 ], 其应力场可近似表示为:Ρij = K t ip f ij (Η) (2Πr) - 12 (2)
式中K t ip 为裂尖应力强度因子。由于相变增韧的作用, 必须有K ∞ > K t ip , 定义∃K = K ∞ - K tip
为材料的韧性增值。
材料相变区屈服条件由下式给出: Ρm + ΛΡe = Ρcm (3)
式中 Ρm , Ρe 分别为平均应力和等效应力, Λ为等效应力敏感因子, Ρcm 为临界应力值, 是一常值。
从 (3) 式可以看到, Λ = 0 时该式还原为文[ 1 ] 中的相变屈服条件。
完全相变条件由塑性体膨胀达到某定值来确定, 而与剪切应变无关[3 ]。因此在完全相变区
内的变形必满足。 ΕPm = ΗT (4)
式中 ΗT 为临界应变值, 是一常值。
由文[ 3 ] 的分析结果表明, 相变体膨胀和剪切变形之间存在关系式: ΕDe = ΛΕDm , 因此有:ΕDe = ΛΗT (5)
3　韧性增强
311　相变区形状
图 1所示相变加载区的形状可以由 (3) 式完全确定。从 (1) 式计算出Ρm 和Ρe, 代入 (3) 式后
简化可得到下面等式:
Rϖ (Υ) = co s2 Υ2 ö(- E + E 2 - F2D ) 2 (6)
式中 Rϖ (Υ) = R (Υ) [ 2Π(Ρcm öK ∞) 2 ]　　　　　　　
A = (1 + 4Μ2 - 4Μ) Λ2 - 4 (1 + Μ) 2ö9
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B = (1 + Μ) ö3, C = Λ2 (1 - Μ+ Μ2)
D = A + 3Λ2 sin2 Υ2
E = - 3Λ2 sin Υ2 sin 3Υ2 ( td ) + A ( td ) + 4B
F = 4 (3Λ2 sin2 Υ2 + A ) [ ( td ) 2 (C - B 2) + 2B ( td ) - 1 ]
　　töd = T öΡcm , Μ为泊松比。
相变区的高度H{ 可由下式决定:
H{ = m ax{Rϖ (Υ) sinΥ} (7)
上式同时也确定了相变加载区的最大角度 Β, 这样就完全确定了相变区的形状。
当 Λ = 0, (6) 式可简化为:
Rϖ (Υ) = 49 (1 + Μ) 2ö(1 - 1 + Μ3 td ) 2 (8)
若 töd = 0, 上式与经典理论完全一致。
312　韧性增值
按文[ 5 ] 的方法, 韧性增值可以由下式确定:∃K = κ
A
1
8Π E(1 - Μ2) r- 32M (ΕDr∆, Υ) dA (9)
式中A 表示相变区面积,M (ΕDr∆, Β) 由下式给出:
M (Εpr∆, Υ) = (Εp11 + Εp22) co s 3Υ2 + 3Εp12co s 5Υ2 sinΥ+ 32 (Εp22 - Εp11) sinΥsin 5Υ2 (10)
式中 Εpr∆ 相变应变分量。在平面应变问题中 Εi3 = 0 因此由完全相变条件可知 Εp11 + Εp22 = ΗT , 则:Εp11 = 1 + Μ3 ΗT - Μ(ep11 + ep22) + ep11Εp22 = 1 + Μ3 ΗT - Μ(ep11 + ep22) + ep22 (11)Εp12 = ep12
　　式中 epij 表示相变等效应变。
从文[ 3 ] 中可知, epij 应该与 sij öΡe 成正比, 即存在关系式:
e
p
ij =
sijΡe Εpe = Λ sijΡe ΗT (12)
式中 sij = Ρij - Ρm , 必须注意的是: 比值 sij öΡe 必须由 (2) 式中的应力来确定。
公式 (9) 涉及到相当复杂的面积积分, 只能采用数值积分的方法。将积分分为相变加载区
和尾区二部分。在尾区内, 由于没有进一步的相变变形, 在 (9) 式中应直接取 Υ= Β。
4　数值结果
本文取 Μ= 0. 3 对韧性增值进行数值计算, 得到了取不同 Λ和 T öΡcm 值时相变区高度H 和
韧性增值∃K 的变化曲线, 见图2和图3。从图中可以看到, 在T öΡcm 为定值时, 随着Λ增加, H 和
601 应 用 力 学 学 报 第 14 卷
© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net
∃K 均有所上升。到 Λ值大于 016 时, 其差值越来越大。因此 Λ值后的结果会更加接近实测值。
从图中可知, Λ = 0. 4 的韧性值在 T = 0 处的大小是 Λ= 0 的二倍多。
当 Λ值固定时, 随着 T öΡcm 值减小, 总的来讲, H 和 ∃K 值也相应地变小。在 T öΡcm 小于零时
H 和 ∃K 的变化梯度很小, 而当 T öΡcm 为正值时变化梯度迅速增大。当 T öΡcm 趋近某一正值时,
H 和 ∃K 会趋向无穷大, 韧性增值无法用上述解法求得。从图中可知, 随着 Λ增加, 这个临界值
会变小, 使得变化曲线向左移动。从图中还可以看到, 若Λ值小于015时, H 和∃K 随着T öΡcm 减
小趋向零, 而 Λ值较大时, H 和 ∃K 值在 T öΡcm < - 2 时会稍微有所上升, 变化梯度增大。
　图 2　相变区高度H{ 的变化曲线　　　　　　　　　　　图 3　相变增韧值 ∃K 的变化曲线
图 4　Λ= 0. 6 时相变区形状计算中还发现, 当0135 < T öΡcm < 0165时, 相变区形状会出现“楔形状”, 如图 4 所示。H 值会存在两个峰值, 出现第一峰值的角度较小。随着 töd增大, 第二峰值会大于第一峰值, 而且楔形更加明显, 凹值相对越小。随着 Λ值增加, 开始出现楔形的 T öΡcm 值 也 相 应 变 小。 在 文 [ 9 ] 中,Giannakopou lo s 等采用主应力临界条件考虑相变屈服, 他们的计算结果中也出现了楔形状的相变加载区。对于 Λ值较大的 Y2T ZP 材料的实验研究中[5 ] 也发现了类似的形状。
当不考虑剪切效应时, 该计算结果与文 [ 9 ]
的结果完全一致。而且从Stam 等[3 ] 的有限元结果可知, 对于亚临界相变陶瓷, 若相变塑性变形ΗT ö(Ρcm öE ) < 0. 1, 则其韧性增值的计算也可按上述近似方法获得。
5　讨论和结论
1)　利用近似方法得到了相变增韧值随 Λ和 T öΡcm 值变化的趋势。通过数值分析, 我们能定性
地解释实验中测得的韧性增值存在较强的尺寸效应的原因, 从而在理论上统一了实验结果。并
且为解决真实陶瓷结构中的裂纹问题提供了理论基础。
2)　对相变陶瓷韧性测试工作有一定的指导意义。由于已知韧性增值随 T 值变化的曲线, 因
此可以规定一些标准试件得到某些特殊值, 然后利用曲线推广到更广泛的试件几何下的韧性
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增值。另外, 该结果也可用来指导我们如何选择试件。由于负 T 应力值下 ∃K 的变化很小, 试件
几何尺寸影响很小, 因此应选择具有负 T 应力的试件, 目前广泛采用的短DCB 试件就具有负
T 应力且裂纹扩展时几乎不变, 而具有深裂纹的弯曲试件或长DCB 试件均具有正的 T 应力,
其韧性增值具有较强的分散性, 且 T 值大于某临界值后, 无法得到有用的结果。该结论与 [ 5 ]
的试测结果完全一致。
3)　从分析可知, Λ值增加会使韧性增值明显提高, 特别是Λ值较大时还会使 T 应力的影响进
一步增强, 使 ∃K 曲线中平稳阶段的 T 应力取值范围缩小, 因此剪切效应是不能忽略的。而且
我们还发现, 随着 Λ值增加, 相变加载区对韧性增值的贡献会超过尾区的贡献。
4)　虽然文中的限制条件, 即亚临界相变和相变塑性变形很小, 会使该方法仅适用于很小一
部分材料, 但是我们确信以上分析结论对相变塑性变形较大和亚临相变材料一定仍适用。由于
采用了不同的有限元分析的几何形状和尺寸, Hom 和M cM eek in [10 ] 的数值结果得到的 ∃K 大
于文[ 1 ] 的有限元结果。虽然他们并没找到造成差异的原因, 但从本文分析不易得出它是由尺
寸效应引起的。对亚临界相变材料的分析也证实了这点, 其结果将另文发表。
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Toughness Enhancem en t in Supercr it ica l
Tran sformation Ceram ics
Z hang X i　Chen Z henf u　　　　　Y e Y ug ong　　　
(Cen tral2South Institu te of T echno logy, H engyang)　 ( Institu te of M echan ics Ch inese A cadem y of Sciences)
Abstract
In th is paper, w e exam ine the influence of the non singu lar st ress term s on the toughness
enhancem en t of sm all2scale supercrit ica l t ran sfo rm at ion ceram ics. T he tran sfo rm at ion yield
condit ion includes the dila tan t ional and shear effect. T he fo rm u la fo r est im at ing the tough2
ness enhancem en t is p resen ted. It is found that the non singu lar term s can affect the tough2
ness con siderab ly, and the toughness cu rves are geom etry dependen t and their values in2
crease w ith the shear effect increasing. T he resu lts m ay be very u sefu l in the fractu re tough2
ness test ing of t ran sfo rm at ion ceram ics.
Keywords: sup ercritica l transf orm a tion , toug hness enhancem en t, siz e ef f ect, shea r ef f ect.
Stabil ity of H igh Order M odes and Energy D istr ibution
of Curved P ipeθs Acoustic-elastic V ibration
L i L in
(Beijing U niversity of A eronau tics and A stronau tics)
Abstract
T he paper studied h igh o rder modes of acou st ic2elast ic coup ling vib ra t ion of cu rved p ipe
conveying flu id and its stab ility. T he resu lt show s that the coup ling vib ra t ion of the system
depends on st iffness ra t io Α, sect ional characterist ic ra t io Χ and m ass ra t io Β betw een flu id
and p ipe structu re. T he p roduct Νof Αand Χ is an impo rtan t facto r that influences eigenvalue8 2 and stab ility of the system. A t the end of the art icle, are g iven the crit ica l values of Νat
w h ich the system becom es un stab le fo r f irst th ree modes of the system. Fo r bet ter under2
standing the vib ra t ion character and stab ility of coup ling system , the w riter a lso studied the
dist ribu t ion of modal energy of the cu rved p ipe.
Keywords: coup ling v ibra tion , stability.
A New Solution for The Re issnerθs Pla te Bend ing Problem
W ang X iaog uo　Q iang S h iz hong　F an J iashen　　J ia Chunsheng
　　　　　　　　　　　 (Sou thw est J iao tong U niversity)　　　　　　　　　　　　　 (Sou thw est petro leum Institu te)
Abstract
In th is paper, the pertu rbat ion m ethod is app lied to reso lve the R eissnerθs theo ry of
p la te in to the sum of a series of the K irchhoffθs theo ry of p la te. T hu s the R eissnerθs p la te
p rob lem can be so lved readily by m ean s of the so lu t ion s of the K irchhoffθs p la te p rob lem s.
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